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Наведено результати дослідження 
залежності інтегральних квадратичних величин 
абсолютного прискорення й відносного зміщення 
силосу від конструктивних характеристик кор-
пусу, колон та параметрів сейсмічного впли-
ву. Розв’язана задача мінімізації інтегрального 
квадратичного відносного зміщення силосу вибо-
ром коефіцієнта демпфірування. Отримано 
вирази для оптимального значення коефіцієнта 
демпфірування і інтегрального квадратичного 
критерію як функції граничного значення абсо-
лютного прискорення
Ключові слова: коливання, корпус сило-
су, сейсмічні впливи, зсув, прискорення, 
демпфірування
Приведены результаты исследования зави-
симости интегральных квадратических вели-
чин абсолютного ускорения и относитель-
ного смещения корпуса от конструктивных 
характеристик корпуса, колонн и параметров 
сейсмического воздействия. Решена задача 
минимизации интегрального квадратическо-
го относительного смещения силоса выбором 
коэффициента демпфирования. Получены 
выражения для оптимального значения коэф-
фициента демпфирования и интегрального 
квадратического критерия как функции пре-
дельного значения абсолютного ускорения
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1. Вступ
Проблема зменшення рівня коливань конструкцій 
виникає в різних областях техніки: промисловому 
й цивільному будівництві, важкому, транспортному 
й енергетичному машинобудуванні, приладобуду- 
ванні й т.п. У багатьох випадках вона пов’язана з 
необхідністю підвищення міцності й зниження 
матеріалоємності конструкцій, однак не менш важливі 
й такі аспекти проблеми, як виконання технологічних 
вимог, пропонованих умовами експлуатації, і захист 
людей від шкідливої дії вібрацій.
2. Аналіз літературних даних
Будинки і споруди, що будуються в сейсмічних 
районах, повинні задовольняти вимогам надійності 
та економічності. Це означає, що їх сейсмостійкість, 
тобто здатність протистояти впливу землетрусів, по-
винна забезпечуватися якомога меншими витратами. 
Підвищення надійності сейсмостійких будівель і спо-
руд досягається вдосконаленням методів їх розра-
хунку на сейсмічні дії з використанням традиційних 
конструктивних рішень, уточненням параметрів 
сейсмічних впливів і величин розрахункових 
сейсмічних навантажень [1 – 4]. 
Наведені в роботі [5] дослідження присвячені роз-
рахунку на сейсмічний вплив промислових споруд з 
урахуванням їх конструктивних особливостей.
У роботі [6] запропоновано шлях вирішення задачі 
моделювання сейсмічних впливів з використанням 
акселерограм рухів ґрунту під спорудою.
У роботі [7] досліджено напружено-деформований 
стан корпусу металевого силосу від дії вітрового тиску 
при зміні кривизни оболонки. 
3. Постановка проблеми
В даній роботі наведено результати залежності 
інтегральної квадратичної величини абсолютно-
го прискорення й інтегрального квадратичного 
відносного зміщення корпусу від механічних і кон-
структивних характеристик корпусу і колон, а також 
параметрів сейсмічного впливу. Побудовано графічні 
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залежності величин інтегрального квадратичного 
абсолютного прискорення і інтегрального квадра-
тичного відносного зміщення корпусу силосу при 
варіюванні відповідно амплітуди сейсмічного впливу 
і коефіцієнту відносного демпфірування колон й маси 
силосу і величини його інтегрального квадратичного 
абсолютного прискорення. Методом множників Ла-
гранжа розв’язана задача мінімізації інтегрального 
відносного зміщення корпусу при заданих граничних 
значеннях інтегрального квадратичного абсолютного 
прискорення вибором відносного демпфірування ко-
лон.
4. Результати досліджень коливання корпусу силосу
Механічна схема силосу, враховуючи [8], наведена 
на рис. 1.
Розглянемо реакцію системи на кінематичне збуд-
ження ξ(t) основи силосу. Будемо вважати, що корпус є 
абсолютно твердим тілом.
Рух пружної механічної системи на рис. 1 опишемо 
в змінних її абсолютного (уа(t)), переносного (уе(t)) і 
відносного(уr(t)) рухів.
Застосуємо до силосу принцип Даламбера в 
поєднанні з методом сил:
= δ − − r a r11y (t) ( my (t) by (t)),   (1)
де δ =
3
11
l
3EI
- коефіцієнт піддатливості колон; b – 
 
коефіцієнт опору, що характеризує в’язкість матеріалу 
колони; − rby (t)  сила опору руху силосу; −amy (t) сила 
інерції силосу в абсолютному русі, m=mк+mз- зведена 
маса силосу: корпусу і завантаження.
Рис. 1. Механічна схема силосу: 1 – корпус силосу  
масою m; 2 – завантаження силосу масою mз; 3 – колони 
довжиною l; 4 – фундамент; ξ(t) – сейсмічний вплив;  
с – центр мас корпусу
Представимо (1) у вигляді:
+ + = a r rmy by cy 0 ,     (2)
де с=1/δ11 – коефіцієнт пружності колон;
−
rcy (t)  сила пружності колон.
З урахуванням (2) відносні коливання корпусу в 
умовах дії сейсмічного впливу ξ(t)= уе(t):
+ ξ + + = r r rm(y ) by cy 0
або       
+ +ω = −ξ r r 2 r0y 2hy y ,      (3)
де ω =20
nc
m
- частота власних коливань системи; =
nb
h
2m
- 
 
коефіцієнт демпфірування матеріалу колон силосу; n- 
кількість колон(на рис. 1 n=4).
Уявімо рівняння (3) у вигляді
+ +ω = −ξr 2 2 20y (p 2hp ) p ,
де =
d
p
dt
.
Застосуємо перетворення Лапласа при = =r r0 0(y y 0) :
+ +ω = −ξr 2 2 20y (s 2hs ) (s)s
або 
= − ξ
+ +ω
2
r
2 2
0
s
y (s),
s 2hs
 
 
де s – оператор перетворення Лапласа.
Далі розглянемо задачу мінімізації інтегрального 
квадратичного відносного зміщення силосу 
 ∞
−∞
= ∫ r 2yrI (y (t)) dt  вибором коефіцієнта демпфування h 
 
за умови, що інтегральне квадратичне значення абсо-
лютного прискорення силосу
≤
 
a a
*
y y
I I ,
 
(4)
де α
*
yI  - задане граничне значення критерію 
 ∞
−∞
= ∫

a
a 2
y
I (y (t)) dt .
Задачу мінімізації розглянемо при сейсмічному 
впливі [9, 10]
ξ =(t) Ht , ξ(t)  - лінійно наростаюча функція, де Н - 
амплітуда впливу.
Перетворення Лапласа сигналу rу (s)  при нульових 
 
початкових умовах [2] і = 2
H
Ht
s
 буде:
= − ⋅ = −
+ +ω + +ω
2
r
2 2 2 2 2
0 0
s H H
y (s)
s 2hs s s 2hs
. (5)
Для (5) інтегральне квадратичне відносне зміщення 
силосу [11]
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де c(s) = c1s+c0; c1 = 0; c0= H; d(s) = d2s2+d1s+d0; d2=1; 
d1=2h; d0 = ω
2
0 .
Тоді, враховуючи рівність Парсеваля [11], 
отримаємо
+
= =
ω
2 2 2
1 0 0 2
yr 2
0 1 2 0
c d c d H
I .
2d d d 4 h  
(6)
Перетворимо далі рівняння (2) руху силосу до виду
+ − ξ + − ξ = a a amy b(y ) c(y ) 0
або   
+ + = ξ + ξ a a amy by cy b c .   (7)
Перетворенням Лапласа рівняння (7) при 
= =
a ay y 0  буде
+ + = ξ +a 2y (s)(ms bs c) (s)(bs c)
або 
a
2
2
0
2 2
2 0
bs c
y (s) (s)
ms bs c
2b c
( s ) (s) 2hs2m m (s).
2b c s 2hss s
2m m
+
= ξ =
+ +
+ ξ +ω
= = ξ
+ +ω+ +
   (8)
Абсолютне прискорення силосу, враховуючи (8),
+ω
= ⋅ = ⋅ξ
+ +ω

2 2
a 2 a 0
2 2
0
s (2hs )
y (s) s y (s) (s)
s 2hs
.
При сейсмічному впливі ξ = 2H(s) S
  
отримаємо
+ω ⋅ +ω
= ⋅ =
+ +ω + +ω

2 2 2
a 0 0
2 2 2 2 2
0 0
s (2hs ) H (2hs )H
y (s)
s 2hs S s 2hs
.
Відповідно до теореми Парсеваля інтегральне ква-
дратичне абсолютне прискорення 
де c(s) = c1s + c0; с1 = 2h; с0 = ω02; d(s) = d2s2 + d1s + d0; 
d2 = 1; d1 = 2h; d0 = ω02.
Тоді, враховуючи [2], отримаємо 
⋅ + ⋅
= =
⋅ω +ω ⋅
= =
ω ⋅ ⋅
ω
= ⋅ +

2 2
2 1 0 0 2
ya
0 1 2
2 2 4
2 0 0
2
0
2 2
2 0
c d c d
I H
2d d d
4h 1
H
2 2h 1
H
H h .
4h
  (9)
Допоміжна мета обмеження інтегрального ква-
дратичного значення абсолютного прискорення (4) 
полягає в тому, щоб обмежити побічно пікове значення 
абсолютного прискорення силосу.
Розглянемо далі задачу мінімізації інтегрального 
квадратичного відносного зміщення силосу при h=var 
і сейсмічному впливі ξ =(t) Ht.
Для цього використаємо метод множників Лагран-
жа і складемо функцію
ω
= +ρ⋅ = +ρ +ρ
ω
a
2 22
2 0
yr y 2
0
HH
I I I H h ,
4 h 4h
  
(10)
де ρ – множник Лагранжа.
Візьмемо частинну похідну від виразу (10) по па-
раметру демпфірування h і прирівняємо його до нуля:
ω∂
= − +ρ +ρ − =
∂ ω
2 22
2 0
2 2 2
0
HI H 1 1
( ) H ( ) 0.
h 4 h 4 h
Після перетворення отримаємо
+ρω
=
ω ρ
4
0
2
0
1
h
4
.    (11)
Приймемо далі, що величина інтегрального ква-
дратичного значення абсолютного прискорення сило-
су дорівнює його заданій величині:
=
 
a a
*
y y
I I ,      (12)
де 

a
*
y
I  - задане значення інтегральної квадратичної 
величини абсолютного прискорення корпусу, яке 
визначається вимогами експлуатації силосу з ураху-
ванням сейсмічних впливів у даному регіоні.
Підставимо отримане значення (11) параметра h у 
вираз (9) враховуючи (12) :
+ρω ω
= ⋅ +
ω ρ +ρω
⋅
ω ρ

a
4 2 2
* 2 0 0
2y 4
0 0
2
0
1 H
I H .
4 1
4
4
  (13)
Введемо в (13) позначення 
4
2 0
1 2
0
1
.
4
+ρ⋅ωρ =
ρ⋅ω
  (14)
Тоді вираз (13), враховуючи 
що ρ1>0, матиме вигляд
                
ω
= ⋅ρ +
ρa
2 2
* 2 0
1y
1
H
I H
4
∞ ∞∞
−∞ − ∞ − ∞
∞
− ∞
= = − = =
π π + +ω − + − +ω
−
=
π −
∫ ∫ ∫
∫
j j 2
r 2 r r
yr 2 2 2 2
0 0j j
j
j
1 1 H
I (y (t)) dt y (s)y ( s)dt ds
2 j 2 j (s 2hs )( s) 2h( s) )
1 c(s)(c( s))
ds,
2 j d(s)d( s)
∞ ∞∞
−∞ − ∞ − ∞
∞
− ∞
+ω − +ω
= = − = ⋅ =
π π + +ω − + − +ω
+ω − +ω −
⋅ ⋅ =
π + +ω ⋅ − + − +ω π
∫ ∫ ∫
∫

  а
j j 2 2
а 2 а a 0 0
2 2 2 2y
0 0j j
j 2 2
2 20 0
2 2 2 2
0 0j
H(2hs ) H(2h( s) )1 1
I (y (t)) dt y (s)y ( s)dt ds
2 j 2 j (s 2hs ) ( s) 2h( s) )
(2hs )(2h( s) )1 1 c(s)c( s
H ds H
2 j (s 2hs ) (( s) 2h( s) ) 2 j
∞
− ∞
−
∫
j
j
)
ds,
d(s)d( s)
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або     
ρ − ρ + ω =
a
2 2 * 2 2
1 y 1 04H 4I H 0 .   (15)
З рівняння (15):
± − ω
ρ =  a a
* *2 4 2
y y 0
1 2
I I H
.
8H
    (16)
З виразу (16) множник Лагранжа 
ρ =
ω ρ −ω2 2 20 1 0
1
(4 )
 ,  (17)
де ρ1 відповідає виразу (16) для заданого значення 
інтегрального квадратичного прискорення корпусу 
силосу 
a
*
yI .
Визначений коефіцієнт Лагранжа (17) підставимо 
в вираз (11).
Тоді коефіцієнт демпфірування h механічної си-
стеми:
+ ⋅ω ± − ωρ ω −ω
= =
ω ⋅
ρ ω −ω


a
a
4
* *2 4 2
02 2 4 y 0y1 0 0
2
2
0 2 2 4
1 0 0
1
1 ( ) I I H4
h .
1 2H4 ( )
4
 (18)
Підставивши, далі, вираз (18) у (6), отримаємо 
формулу для інтегрального квадратичного відносного 
зміщення силосу
= =
± − ω ω ⋅ ± − ω
ω ⋅
   
a a a a
2 4
yr * *2 4 2 2 * *2 4 2
0 0 0y y y y2
0 2
H H
I .
I I H 2 (I I H )
4
2H
, (19)
як функції (19) граничного значення інтегрального 
квадратичного абсолютне прискорення 

a
*
y
I  та 
амплітуди впливу Н, коли коефіцієнт демпфування h 
є оптимальним.
При розв’язанні задачі моделювання динамічної 
поведінки реального силосу в роботі розгляну-
то: силосний корпус-1-6-48-46; клас навантаження 
I (сажа гранульована); маса порожнього, середньо 
і максимально завантаженого силосу відповідно 
m=[108,7 ⋅ 103; 161,7 ⋅ 103; 214,7 ⋅ 103] кг; колона - 1К55-3 
з розмірами l=4.8 м, b=h=0.4 м і модулем пружності 
Е=3,9 ⋅ 1010 Па; амплітуда сейсмічного впливу 
Н=[0,1÷1,0] м/с.
На рис. 2, 3 приведені двовимірні залежності 
Iÿa(H,ζ) інтегральної квадратичної величини абсолют-
ного прискорення силосу від амплітуди Н сейсмічного 
впливу та коефіцієнту відносного демпфірування 
ζ =h/ɷ0 відповідно для пустого (m=108700 кг) і максит-
мально завантаженого (m=214700 кг) силосу.
Аналіз показує, що для кожного задано-
го (при Н=const) залежності відносяться до класу 
параболічних, мають глобальний мінімум в точці ζ =0,5. 
Слід відмітити, що оптимальне значення коефіцієнту 
відносного демпфування на рівні ζ =0,5 співпадає з до-
веденими аналітичним шляхом в роботі [7]. 
Графічна залежність Iyr (m, Iÿa) наведена на рис. 4.
Рис. 2. Залежність Iÿa(H,ζ) інтегральної квадратичної 
величини абсолютного прискорення силосу від амплітуди 
Н сейсмічного впливу та коефіцієнту відносного 
демпфірування ζ для пустого силосу
Рис. 3. Залежність Iÿa(H,ζ) інтегральної квадратичної 
величини абсолютного прискорення силосу від амплітуди 
Н сейсмічного впливу та коефіцієнту відносного 
демпфірування ζ для максимально завантаженого силосу
Рис. 4. Залежність Iyr (m, Iÿa) інтегральної квадратичної 
відносного величини зміщення силосу від його маси та 
інтегральної квадратичної величини абсолютного  
прискорення
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Встановлено, що вона відноситься до класу 
параболічних, яка збільшується при збільшенні m і 
зменшується при збільшенні параметру Iÿa. Інтегральне 
квадратичне відносне зміщення силосу, наприклад 
при Iÿa=[9.0÷23.0] м2/с3, m=161.7 ⋅ 103 кг (середнє за-
вантаження) і Н=1 м/с змінюється в діапазоні 
[2,17÷0.8] ⋅ 10-3 м2 ⋅ с.
5. Висновки
1. В роботі отримано вирази для оптимального зна-
чення коефіцієнта демпфірування і інтегрального ква-
дратичного критерію як функції граничного значення 
абсолютного прискорення.
2. Розв’язана задача мінімізації інтегрального 
квадратичного відносного зміщення силосу вибором 
коефіцієнта демпфірування
3. Наведено графічні залежності величин 
інтегрального квадратичного абсолютного прискорен-
ня і інтегрального квадратичного відносного зміщення 
корпусу при варіюванні амплітуди сейсмічної дії і 
коефіцієнта відносного демпфірування колон, маси 
силосу і величини його інтегрального квадратичного 
абсолютного прискорення.
4. Отримані результати використовуються при 
створенні нових і модернізованих зразків силосів, висот-
них будівель і споруд, що експлуатуються в сейсмоне-
безпечних районах, а також при розробці і впровадженні 
активних і пасивних засобів їх демпфірування.
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